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Resume
La serie de Schroder enumere de nombreuses familles d’objets combinatoires, en particulier
des partitions de polygones. Nous decrivons ici la famille des hypercartes planaires pointees
dont tous les sommets sont sur la face exterieure, qui est egalement enumeree par cette serie.
Nous explicitons ensuite une transformation bijective entre ces hypercartes et les partitions de
polygones. Les etapes de cette transformation s’interpretent naturellement comme des manipu-
lations geometriques sur la structure des hypercartes. The Schroder numbers enumerate several
combinatorial families, such as partitions of polygons. We describe here the family of planar
rooted hypermaps with all vertices on the outer face, which is also enumerated by this se-
quence of numbers. We describe then a one-to-one correspondence between these hypermaps and
partitions of polygons. This correspondence has a simple geometrical meaning as handling on
maps. c© 2000 Elsevier Science B.V. All rights reserved.
1. Introduction
En 1870, Schroder [8] aborde la question suivante: quel est le nombre de par-
enthesages dierents d’une somme non commutative de n termes? Il divise cette ques-
tion en ‘Vier combinatorische Probleme’, du cas I au cas IV. Le cas I traite du
parenthesage complet, dans lequel chaque paire de parentheses encadre une somme
d’exactement deux termes ou expressions parenthesees. Le cas II correspond au par-
enthesage partiel, dans lequel chaque paire de parentheses entoure au moins deux termes
ou expressions parenthesees.
En 1940, Etherington [4] illustre cette question par des decoupes de polygones con-
vexes et etudie le probleme general du parenthesage avec contraintes sur l’arite des
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sommes parenthesees. Le cas I de Schroder correspond alors a la contrainte maximale,
qui impose que chaque somme parenthesee soit d’arite 2. Le cas II correspond au
contraire a l’absence de telles contraintes d’arite. On trouve de nombreuses traces,
anterieures a 1870, de resolution du cas I. Pour n>1, le nombre de parenthesages est
egal au nombre de Catalan Cn−1. On rappelle que Cn = (2n)!=n!=(n + 1)!. En 1983,
la solution du cas II est nommee ‘Schroder{Etherington sequence’ par Kettle [6], qui
propose diverses interpretations combinatoires de cette serie de nombres.
En 1985, Arques [2] etablit de maniere independante qu’une certaine famille
d’hypercartes planaires, dites ‘supercielles’ dans la suite, est egalement enumeree par
ces nombres.
Ces nombres auraient une origine beaucoup plus ancienne: Stanley [7] attribue le
calcul du nombre de parenthesages d’une somme de 10 termes (egal a 103 049) a Hip-
parchus, grand astronome de la Grece antique. Tout recemment, Foata et Zeilberger [5]
donnent une interpretation combinatoire d’une relation de recurrence lineaire a trois
termes permettant de calculer rapidement cette suite de nombres. Ceci temoigne de
l’intere^t considerable encore porte a ces nombres millenaires, qu’on appelle desormais
les nombres de Schroder.
Parmi les dierentes familles enumerees par les nombres de Schroder, les hypercartes
planaires supercielles et les partitions de polygones d’Etherington ont en commun
d’e^tre des objets dessinables dans le plan. Ceci laisse entrevoir qu’il puisse exister
une transformation geometrique reversible des objets d’une famille de taille donnee en
objets de l’autre famille de me^me taille.
Nous presentons une telle bijection entre ces deux familles. Precisons que la famille
(dite des hypercartes ‘supercielles’) est la famille des hypercartes planaires pointees
dont tous les sommets sont sur la face exterieure, denombrees en fonction de leur
nombre total d’are^tes plus une. La famille enumeree par Etherington est tres precisement
la famille des partitions de polygones, denombres en fonction du nombre d’are^tes
exterieures moins une.
La deuxieme partie du present article denit et enumere la famille des partitions
de polygones. La troisieme partie denit et enumere la famille des hypercartes su-
percielles. La quatrieme partie est l’expose de la bijection, decomposee en quatre
transformations ayant chacune une interpretation graphique elementaire. Chacune de
ces transformations est illustree par une gure portant sur un unique exemple traite de
bout en bout.
2. Partitions de polygones
Un polygone convexe coupe selon une de ses diagonales donne naissance a deux
polygones convexes. Chacun d’entre eux peut a nouveau e^tre coupe selon une diago-
nale, et ce processus de decoupage peut e^tre poursuivi jusqu’a ce qu’il ne reste plus
que des triangles, ou interrompu avant. En eectuant r coupures, le polygone initial a
ete decompose en r + 1 sous-polygones.
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Fig. 1. Decomposition d’un polygone de P.
Une telle decomposition est appelee partition du polygone. Elle correspond au choix
de r diagonales du polygone non intersectantes. Deux partitions du me^me polygone
sont dierentes si elles mettent en jeu des diagonales dierentes relativement a une
are^te de reference du bord du polygone. Cette are^te de reference sera dite distinguee
ou pointee.
On note P la famille des partitions de polygones. Le plus petit polygone de P, au
sens du nombre d’are^tes exterieures, est constitue de 2 are^tes confondues, dont l’une
est distinguee. Ce polygone est appele p2. Le plus petit polygone de P apres p2 est
le triangle pointe.
2.1. Enumeration des partitions de polygones
Nous rappelons tres rapidement, pour xer les denitions et notations, l’enumeration
classique des partitions de polygones par la serie de Schroder. La famille P peut
e^tre denie inductivement: tout polygone de P, dierent de p2, se decompose de
maniere unique en polygones de P plus petits. L’exemple de la Fig. 1 illustre cette
decomposition.
Ainsi, le polygone P de la Fig. 1 se decompose en son are^te distinguee (en pointilles)
et en trois autres polygones P1; P2 et P3.
Leur are^te distinguee est leur unique are^te incidente a la me^me face de P que
l’are^te distinguee de P: P2 est dans cet exemple le polygone de P reduit a deux are^tes
confondues, qu’on a note p2. Remarque: Le polygone p2 est indecomposable. Il est
considere comme ayant deux are^tes exterieures confondues. Dans la decomposition de
P, il y a au moins une are^te exterieure (l’are^te distinguee).
Si P n’est pas le polygone p2, alors, en decomposant P, on obtient au moins deux
autres polygones de P. D’ou la bijection de decomposition de P suivante:
P$ p2 +PPP: (1)
D’apres la bijection (1), la serie generatrice ordinaire P(c), qui denombre les polygones
de P selon leur nombre d’are^tes exterieures autres que l’are^te distinguee (exposant de c)
est solution de l’equation:
P(c) = c +
P(c)2
1− P(c) :
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L’unique solution de cette equation est la serie de Schroder [4, p. vi]. La formule
d’inversion de Lagrange appliquee a cette equation donne le nombre Pn de partitions
de polygones a n are^tes exterieures (autres que l’are^te distinguee), pour n>2:
Pn =
1
n
k6n−2X
k>0

n
k + 1

n− 2
k

2k :
Les 20 premiers termes de la serie de Schroder sont 1, 1, 3, 11, 45, 197, 903, 4279,
20 793, 103 049, 518 859, 2 646 723, 13 648 869, 71 039 373, 372 693 519, 1 968 801 519,
10 463 578 353, 55 909 013 009, 300 159 426 963, 1 618 362 158 587.
3. Hypercartes supercielles
3.1. Denition des hypercartes planaires pointees
Une denition complete des hypercartes est donnee dans [3]. Nous rappelons ici les
elements essentiels a la comprehension de la suite. Une carte planaire est une partition
de la sphere de R3 en trois ensembles nis de cellules:
 L’ensemble des sommets, qui sont des points de la sphere;
 l’ensemble des are^tes, qui sont des arcs simples ouverts de Jordan, deux a deux
disjoints, et dont les extremites (confondues ou non) sont des sommets;
 l’ensemble des faces, qui sont des domaines simplement connexes, dont les frontieres
sont des reunions de sommets et d’are^tes.
On appelle cellule tout sommet, are^te ou face de la carte planaire. Deux cellules sont
dites incidentes si l’une est dans la frontiere de l’autre. On appelle isthme toute are^te
incidente a une unique face. On appelle brin d’une carte planaire une are^te orientee
de cette carte planaire et on note B l’ensemble des brins. On associe a tout brin,
de maniere evidente, son sommet initial, son sommet nal, l’are^te qui constitue son
support, et le brin qui lui est oppose.
On note  la permutation de B qui associe a chaque brin son brin oppose.  est une
involution sans point xe dont les cycles sont bijectivement associes aux are^tes de la
carte. On note  la permutation de B qui a tout brin b associe le premier brin rencontre
en tournant autour du sommet initial de b dans le sens positif choisi sur la sphere (sens
trigonometrique ici). Les cycles de  sont bijectivement associes aux sommets de la
carte. On note  la permutation o de B. Les cycles de  sont les circuits orientes
constituant les frontieres orientees des faces topologiques de la carte. Les cycles de 
sont bijectivement associes aux faces de la carte.
Si  est une permutation de B et b un brin de B, on note (b) le cycle de  engendre
par b.
Une carte planaire pointee est une carte planaire dans laquelle un brin ~b, appele
brin pointe, a ete distingue. On appelle face exterieure d’une carte planaire pointee, la
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Fig. 2. Un exemple d’hypercarte supercielle.
face incidente a droite au brin pointe, pour l’orientation positive de la sphere. On
appelle circuit des brins exterieurs d’une carte planaire pointee, le circuit ( ~b) des
brins bordant la face exterieure de la carte, a partir du brin pointe ~b. On representera
dans la suite une carte par sa projection stereographique sur le plan, qui envoie la
face exterieure de la carte sur la partie innie de sa representation dans le plan.
Dans cette representation, le nom d’un brin est situe pres de son extremite
initiale.
Une hypercarte planaire pointee est une carte planaire pointee dont on peut colorier
les faces avec deux couleurs, de telle sorte que toute are^te soit incidente a deux faces
de couleurs dierentes (voir Fig. 2).
On designe alors par hyperface toute face de la me^me couleur que la face exterieure,
et par hyperare^te toute face de l’autre couleur. Deux hypercartes planaires pointees
sont isomorphes s’il existe un homeomorphisme du plan preservant son orientation et
echangeant les sommets, are^tes, hyperare^tes, hyperfaces et brin pointe de la premiere
hypercarte et de la deuxieme. Sous le nom d’hypercartes planaires pointees, ce sont
en fait des classes d’hypercartes isomorphes qu’on denombre et manipule dans la
suite.
On s’interessera plus particulierement dans la suite a la famille H des hypercartes
planaires pointees dites ‘supercielles’, dont tous les sommets sont incidents a la face
exterieure.
La Fig. 2 presente une hypercarte de cette famille. Soit H la famille des hyper-
cartes planaires pointees dont tous les sommets sont incidents a la face exterieure, ap-
pelees hypercartes supercielles dans la suite. Toute sous-hypercarte d’une hypercarte
de H est encore dans H (evident). Bien que ne contenant aucune are^te, l’hypercarte
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constituee d’un seul sommet sera egalement dite pointee et sera notee h0: c’est la plus
petite hypercarte de H au sens du nombre d’are^tes. La plus petite hypercarte de H
autre que h0 est composee du sommet pointe et du brin pointe formant une boucle sur
le sommet pointe, denissant ainsi une hyperare^te.
3.2. Decomposition d’une hypercarte supercielle
Soit H une hypercarte de H dierente de h0.
On note ~b le brin pointe de H et C = ( ~b) le circuit des brins exterieurs de H . La
decomposition de H est illustree par la Fig. 3.
Soit b1 = ( ~b) le brin oppose au brin pointe. On appelle hyperare^te principale de H ,
l’unique hyperare^te de H incidente a b1. On note (b1; b2; : : : ; bk) le circuit (b1) des
brins laissant l’hyperare^te principale de H a leur droite (k = 3 dans la Fig. 3). Soit bi
un de ces brins, d’extremite initiale si (i = 1; : : : ; k): bi est incident (a gauche) a une
unique hyperface de H .
On va associer a bi une hypercarte Hi de H . Pour ce faire, on distingue deux cas,
selon que bi est incident ou non a la face exterieure.
Premier cas: bi incident a la face exterieure: Dans ce cas, (bi) appartient a C
(c’est vrai pour b1, car (b1) = ~b, voir Fig. 3). On pose bsi = (bi). C’est le brin
suivant (bi) dans C. Son extremite initiale est si.
Si bsi est l’unique brin de C d’extremite initiale si, on pose Hi = h0.
Sinon, soit Ci le sous-circuit de C dont le premier brin est bsi et dont le dernier
brin est le dernier brin de C d’extremite nale si: Ci est le circuit des brins exterieurs
d’une sous-hypercarte de H . Soit Hi cette hypercarte de frontiere exterieure Ci, pointee
par bsi .
On note H1 l’ensemble de ces hypercartes, lorsque H decrit H: Hi, sous-hypercarte
de H , est aussi une hypercarte supercielle. Par consequent, H1 est une sous-famille
de H. Il est evident que H1 =H.
Deuxieme cas: bi incident a une hyperface de H autre que la face exterieure: Le
brin bi est incident a une hyperface F de H autre que la face exterieure. Puisque H
est une hypercarte supercielle, bi est l’unique brin de (b1; : : : ; bk) incident a F (sinon,
le sommet nal de bi ne serait pas incident a la face exterieure, mais a F).
Si bi est une boucle (voir b02 dans l’hypercarte H1 de la Fig. 3), alors on note Hi
l’hypercarte a l’interieur de cette boucle. Si Hi n’est pas h0, alors on pointe Hi avec
bsi = (bi). Hi est une hypercarte planaire pointee a un seul sommet si. C’est une
hypercarte de H.
Sinon, bi n’est pas une boucle (voir b2 dans l’hypercarte H de la Fig. 3).
On note alors ti l’extremite nale de bi et on pose bsi = (bi).
Soit Cint le chemin (bsi)nf(bi)g constitue des brins de H autres que (bi) laissant
l’hyperface F a leur droite. Cint va de si a ti et le premier brin de Cint est bsi .
Soit Cext le sous-chemin de C = ( ~b) qui va du dernier brin de C d’extremite
initiale ti au dernier brin de C d’extremite nale si (inclus).
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Fig. 3. Decomposition d’une hypercarte H .
En concatenant Cext a la suite de Cint, on construit un circuit de brins Ci =Cint :Cext,
d’origine et d’extremite si: Ci est le circuit des brins exterieurs d’une sous-hypercarte
de H .
Soit Hi cette sous-hypercarte de H , pointee par bsi , dont la frontiere exterieure est
Ci: Hi, sous-hypercarte de H , est aussi une hypercarte supercielle. Hi est une hyper-
carte de H qui compte au moins deux sommets distincts si et ti (car bi n’est pas une
boucle).
On note H2 la famille de ces hypercartes Hi, lorsque H decrit H et que bi est
incident a une hyperface non exterieure de H:H2 reunit les hypercartes deH a un seul
sommet (obtenues lorsque bi est une boucle) et les hypercartes de H ayant au moins
deux sommets (obtenues lorsque bi n’est pas une boucle). D’ou il resulte queH2=H.
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3.3. Algorithme de reconstruction de l’hypercarte
Nous allons montrer que chaque cas de la decomposition precedente de l’hypercarte
H admet une operation de reconstruction inverse.
Le probleme de la reconstruction peut s’enoncer de la maniere suivante. Soit k un
entier strictement positif, soient H1 une hypercarte de H1 et H2; : : : ; Hk des hyper-
cartes de H1 ou H2. Pour i compris entre 1 et k, on note si le sommet pointe de
Hi et bsi son brin pointe. Nous donnons ici un algorithme permettant de construire
l’unique hypercarte de H dont la decomposition conduit a la sequence d’hypercartes
(H1; : : : ; Hk). Par commodite, s1 est aussi designe par sk+1; b1 par bk+1 et bk
par b−1.
On dispose les sommets distingues s1 a sk des hypercartes H1 a Hk sur un cercle,
dans cet ordre lorsqu’on parcourt le cercle dans le sens negatif, en confondant les
sommets si et si+1 si l’hypercarte Hi appartient a H2 et si le sommet si est l’unique
sommet de Hi; i etant un entier compris entre 1 et k. On relie les sommets si et
si+1 par deux brins opposes notes bi et (bi): Si les sommets si et si+1 sont distincts,
alors le brin bi est d’extremite initiale si et d’extremite nale si+1. Si les sommets
si et si+1 sont confondus, alors les brins bi et (bi) sont tels que bi = ((bi−1)) et
((bi)) = bi+1.
Ainsi, on vient de recreer l’hyperare^te principale de l’hypercarte H .
Premier cas: Hi est une hypercarte de H1: On positionne alors Hi par rapport au
brin bi de telle sorte que (bi) soit le brin bsi . Le brin bi est alors incident a la face
exterieure.
Deuxieme cas: Hi est une hypercarte de H2: On positionne alors Hi de telle sorte
que bi soit incident a une hyperface de H autre que la face exterieure (Ce deuxieme
cas correspond au deuxieme cas de decomposition).
Si Hi a un seul sommet, alors la position de Hi par rapport au brin bi est telle que
(bi) soit le brin bsi .
Sinon, Hi a au moins deux sommets. Dans ce cas, l’unicite de la reconstruction
decoule du lemme suivant.
Lemme 1. Soit H une hypercarte de H ayant au moins deux sommets. Alors il
existe au moins deux sommets de H desquels soit issu; outre des boucles eventuelles;
un unique brin exterieur non boucle de H .
Preuve. On appelle brin exterieur de H tout brin du circuit C= ( ~b) des brins bordant
la face exterieure de l’hypercarte H . Soit H 0 l’hypercarte construite a partir de H en
supprimant dans H toutes les boucles et toutes les are^tes non exterieures. H 0 est une
hypercarte deH sans boucles, sans hyperfaces autres que la face exterieure, dont toutes
les are^tes sont incidentes a la face exterieure. De plus, H 0 a les me^mes sommets et les
me^mes are^tes exterieures non boucles que H .
On note a; s; h respectivement les nombres d’are^tes, de sommets et d’hyperare^tes
de l’hypercarte H 0: a est aussi le nombre de brins exterieurs de H 0: H 0 etant une
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hypercarte planaire (c’est-a-dire de genre 0), on a la relation (voir [3]):
a= s+ h− 1: (2)
Chaque are^te de H 0 est incidente a une unique hyperare^te de H 0 et chaque hyperare^te
de H 0 est bordee par au moins deux are^tes distinctes (car H 0 est sans boucles). On a
donc:
a>2h: (3)
De (2) et (3), il resulte que a62s− 2.
Tout brin exterieur de H 0 admet exactement un sommet de H 0 pour extremite initiale
et de tout sommet de H 0 est issu au moins un brin exterieur. Par consequent, l’inegalite
a62s−2 montre qu’il existe au moins deux sommets de H 0 desquels soit issu un unique
brin exterieur (sinon, on aurait a>2s − 1). Ceci est vrai aussi dans H et acheve la
demonstration.
On note ti le premier sommet dierent de si rencontre sur le circuit Ci des brins
exterieurs de Hi duquel soit issu un unique brin exterieur non boucle. On note bti cet
unique brin non boucle de Ci d’extremite initiale ti. Le Lemme 1 montre que ti existe
toujours.
On raccroche l’hypercarte Hi en confondant les sommets ti et si+1 de telle sorte
que le brin (bi) soit le brin bsi et que le brin bti soit l’unique brin exterieur de Hi
d’extremite initiale ti qui reste exterieur apres raccrochage du sommet ti en si+1 . Les
autres brins exterieurs de Hi d’extremite initiale ti sont des boucles que l’on rencontre
entre bti et (bi) en tournant autour du sommet si+1 dans le sens positif.
Enn, on obtient une hypercarte H de H en pointant le brin (b1).
3.4. Enumeration des hypercartes supercielles
On a decompose toute hypercarte H de H de maniere unique en un nombre ni
k (egal au nombre d’are^tes de l’hyperare^te principale de H) d’hypercartes de H1 ou
H2 (la premiere de ces hypercartes, associee au brin b1, est dans H1).
Si H = h0, alors k =0. Sinon, parmi ces k (k>1) hypercartes, on sait que celle qui
est associee au brin pointe est un element de H1. D’ou la decomposition bijective:
H $ h0 +H1:(H1 +H2) avecH1 =H et H2 =H:
Soit K(a) la serie generatrice ordinaire simple des hypercartes de H, denombrees
selon leur nombre d’are^tes plus une (exposant de a). D’apres la decomposition bijective
de H qui precede, K(a) est solution de l’equation: K(a) = a(1 + K(a)=(1− 2K(a))),
qui se reecrit sous la forme:
K(a) = a+
K(a)2
1− K(a) :
Cette relation denit la serie de Schroder. Par consequent, le nombre d’hypercartes de
H a (n − 1) are^tes, coecient de an dans K(a), est le n-eme nombre de la serie de
Schroder.
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Conclusion: le nombre d’hypercartes de H a n are^tes est egal au nombre de poly-
gones de P a n + 2 are^tes exterieures. On est alors naturellement amene a chercher
une bijection simple entre ces deux familles de structures.
4. Une bijection geometrique entre P et H
Pour denir cette bijection f de H sur P, on s’appuie sur la decomposition des
hypercartes de H decrite dans la partie 3:2. Avec les me^mes notations, on construit
une partition de polygone f(H) de P a partir d’une hypercarte H de H en quatre
transformations bijectives successives.
4.1. Premiere transformation: insertion d’are^tes
La plus petite hypercarte de H ayant au moins un brin est une boucle. La bijection
f de H sur P applique cette hypercarte sur le plus petit polygone de P non reduit
a une are^te, c’est-a-dire le triangle pointe. On voit donc qu’il sera necessaire, pour
construire un polygone a partir d’une hypercarte, d’ajouter des are^tes qui ‘elargiront’
notamment les boucles pour en faire des triangles. C’est l’objet de cette premiere
transformation:
On insere deux are^tes non boucles, qu’on appellera A et B, et un sommet r entre A
et B, au bord de l’hyperare^te principale de H , entre le sommet pointe ~s et le brin pointe
~b. On induit cette insertion d’are^tes a tous les niveaux de la decomposition recursive
de H .
Ainsi, on insere deux are^tes non boucles, qu’on appellera Ai et Bi, et un sommet
ri entre Ai et Bi, entre le sommet si et le brin bsi . Ce brin bsi est le brin pointe de
chaque hypercarte Hi (non reduite a un sommet) de la decomposition de H .
Cette operation, realisee a tous les niveaux de la decomposition recursive de H (voir
Fig. 4), est a l’evidence bijective. On note f1(H) l’hypercarte ainsi obtenue.
4.2. Deuxieme transformation: ouverture des hyperfaces de f1(H) autres que la
face exterieure et ajout d’are^tes reperant ces ouvertures
Soit r le sommet incident (intermediaire) aux are^tes A et B de f1(H). Soit bi un brin
de (b2; : : : ; bk), d’extremite initiale si (i=2; : : : ; k), incident a l’hyperare^te principale de
H . On note ti l’extremite nale de bi. bi est incident a une unique hyperface de H .
Si bi est incident a une hyperface F de H autre que la face exterieure, alors on
ajoute a f1(H) une are^te entre r et ti. Puis on ouvre cette hyperface F en decrochant
la sous-hypercarte Hi en ti.
Cette operation est bijective, car l’are^te ajoutee repere le sommet ti et le brin bi qui
permettent de ‘raccrocher’ l’image f1(Hi) des sous-hypercartes Hi de H2 et de recreer
ainsi les hyperfaces internes de f1(H).
D. Arques, A. Giorgetti / Discrete Mathematics 217 (2000) 17{32 27
Fig. 4. Insertion d’are^tes et de sommets dans l’hypercarte H .
On induit cet ajout d’are^tes diagonales sur les hypercartes de la decomposition de
H , a tous les niveaux de la decomposition de H . La structure ainsi obtenue n’est plus
une hypercarte, car des are^tes traversent certaines des hyperare^tes. On la note f2(H).
Sur la Fig. 5, les are^tes ajoutees sont representees en pointilles. Cette operation est a
l’evidence bijective.
4.3. Troisieme transformation: collage d’are^tes
Pour i compris entre 1 et k, on confond l’are^te Ai (si elle existe, c’est-a-dire si
la sous-hypercarte Hi n’est pas reduite a un sommet) avec l’are^te portant le brin
bi, qui precede Ai (pour l’orientation positive du plan, voir Fig. 6) lorsqu’on tourne
autour de leur sommet commun si . Les are^tes issues de ces recollements devien-
nent des are^tes internes et s’ajoutent a celles en pointilles creees dans la deuxieme
transformation.
On induit ce collage d’are^tes sur les hypercartes de la decomposition de f2(H), et
ainsi de suite recursivement a tous les niveaux de la decomposition de f2(H). On
note f3(H) la structure ainsi obtenue (voir Fig. 6). On peut considerer cette structure
f3(H) comme une carte planaire pointee dont tous les sommets sont incidents a la
face exterieure et dont les are^tes sont de deux types: pleines ou pointillees.
Montrons que cette carte est ‘polygonale’, c’est-a-dire que le circuit des brins
exterieurs de cette carte rencontre chaque sommet exterieur exactement une fois, denis
sant ainsi un polygone du plan. Pour cela, nous allons demontrer que le nombre de
sommets et le nombre d’are^tes exterieures de cette carte sont egaux.
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Fig. 5. Ouverture des hyperfaces non exterieures et reperage de ces ouvertures par des are^tes pointillees.
Fig. 6. Collage des are^tes de type ‘A’ sur leur are^te precedente.
On note ae; ai; ap; s et f respectivement les nombres d’are^tes exterieures, d’are^tes
interieures pleines, d’are^tes interieures pointillees, de sommets et de faces de la carte
f3(H). On note ha et hf respectivement les nombres d’hyperare^tes et d’hyperfaces
des hypercartes H et f1(H).
Par la premiere transformation, on a associe une unique are^te (de type ‘A’) a chaque
hyperare^te de H . Pour toutes les hyperare^tes autres que l’hyperare^te principale,
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cette are^te de type ‘A’ devient, par collage dans la troisieme transformation, une are^te
interieure pleine de f3(H), d’ou
ha− 1 = ai: (4)
Par la deuxieme transformation, les hyperare^tes de f1(H) sont partitionnees par des
are^tes pointillees, pour donner les (f−1) faces de f3(H) autres que la face exterieure,
d’ou:
f − 1 = ha+ ap: (5)
La relation d’Euler{Poincare (voir [3]) pour la carte f3(H) s’ecrit:
ae + ai + ap= s+ f − 2
c’est-a-dire ae = s, compte tenu de (4) et (5).
Par consequent, f3(H) est un polygone avec deux types de diagonales (pleines et
pointillees). On le pointe avec l’are^te B inseree lors de la premiere transformation entre
le sommet pointe et le brin pointe (voir paragraphe 4:1).
L’operation inverse de decollage des are^tes s’applique a toutes les diagonales non
pointillees du polygone, dans l’ordre ou elles apparaissent dans la decomposition du
polygone denie dans la partie 2:1. Ce decollage est realise autour de la deuxieme
extremite de chaque diagonale rencontree lorsqu’on parcourt le bord exterieur du poly-
gone f3(H) a partir de l’are^te B dans le sens trigonometrique. Cette transformation est
donc bijective.
La Fig. 7 presente le polygone regulier obtenu a partir du polygone irregulier de la
Fig. 6 par reorganisation des sommets sur un cercle et deformation d’are^tes.
4.4. Quatrieme transformation: ‘oubli’ de la dierence entre diagonales pointillees
et pleines du polygone
En ignorant dans le polygone f3(H) la distinction entre diagonales pleines et
pointillees, on obtient un polygone f(H) de P (voir Fig. 8).
Contrairement aux apparences, nous allons montrer que cette operation est bijective,
en produisant un algorithme qui retrouve dans f(H) les are^tes pointillees.
4.4.1. Algorithme de caracterisation des diagonales pointillees dans le polygone
Les are^tes exterieures du polygone f(H) sont orientees conformement a l’orientation
positive du plan. Soit r le sommet initial de l’are^te distinguee du polygone f(H)
pour cette orientation. L’algorithme consiste en un parcours du circuit des sommets
du polygone a partir du sommet pointe r dans le sens positif, avec marquage des
diagonales.
Pretraitement:
 Toutes les diagonales issues du sommet r sont des diagonales pointillees.
 On marque toutes ces diagonales.
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Fig. 7. f3(H), avec un bord exterieur convexe et regulier.
Fig. 8. Image f(H) de l’hypercarte H sous la forme d’un polygone regulier.
Le sommet courant t est initialement le sommet qui suit le sommet r dans le circuit
des sommets du polygone.
Iteration: Tant que t n’est pas egal a r faire:
1. Parcourir les diagonales non marquees issues de t, dans le sens contraire de
l’orientation du plan.
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2. La premiere de ces diagonales non marquees est pleine, les suivantes sont pointillees.
3. On marque toutes les diagonales issues du sommet t.
4. Le nouveau sommet t devient le sommet suivant t dans le circuit des sommets du
polygone.
Justication: Le sommet r a ete ajoute lors de la premiere transformation, entre les
deux are^tes ajoutees A et B. Il n’est donc pas l’extremite d’une are^te de H . L’are^te B
est l’are^te distinguee du polygone f(H). L’are^te A est l’autre are^te exterieure de f(H)
d’extremite r. Par consequent, toutes les diagonales dont l’origine est le sommet r ont
ete ajoutees par la deuxieme transformation. Ce sont toutes des are^tes pointillees. Ceci
justie le pretraitement.
La justication de l’algorithme peut e^tre deduite de la propriete suivante: si
l’hypercarte H se decompose en la sequence d’hypercartes (H1; : : : ; Hk), alors le poly-
gone f3(H) se construit a partir des polygones f3(H1); : : : ; f3(Hk) par collage de leur
are^te de type ‘A’ sur une are^te d’un polygone bijectivement associe a l’hyperare^te
principale de H (voir Fig. 3).
Autrement dit, la quatrieme transformation peut e^tre denie inductivement sur la
decomposition du polygone f3(H) decrite dans la partie 2:1.
Par ailleurs, un sommet t du polygone dont est issue au moins une diagonale etait,
avant recollage des are^tes (troisieme transformation), un sommet de type ‘r’, ajoute
lors la premiere transformation entre une are^te de type ‘A’ et une are^te de type ‘B’.
Il resulte de la propriete et de la nature du sommet t qu’on peut reprendre le raison-
nement portant sur le sommet r en l’adaptant au sommet t. Il sut d’ignorer la premiere
diagonale non marquee rencontree, qui est l’are^te de type ‘A’ recollee et qui est pleine.
Comme pour le sommet r, les autres diagonales non marquees (celles dont la premiere
extremite rencontree au cours de l’algorithme est le sommet t) sont des diagonales
pointillees.
5. Conclusion
En comparant les denitions des deux familles etudiees dans cet article (parties 2:1 et
3:2), on constate d’importantes dierences de structure et de methode de decomposition.
Pourtant, ces deux familles sont enumerees par la serie de Schroder.
Ceci est vrai si le parametre d’enumeration est le nombre d’are^tes pour les
hypercartes et le nombre d’are^tes exterieures pour les polygones.
Cet article a construit une bijection geometrique, dont les quatre etapes elementaires
traitent, le plus ‘naturellement’ possible, les divergences de structure entre hypercartes
et polygones: On ajoute d’abord aux hypercartes ‘assez d’are^tes pour que les boucles
deviennent des triangles’, puis on ‘ouvre’ les hyperfaces interieures pour les supprimer.
Ensuite, on ‘colle’ certaines are^tes ajoutees a la premiere transformation, ce qui permet
de transformer le bord exterieur de l’hypercarte en un polygone regulier. Enn, on
uniformise les diagonales de ce polygone, ce qui revient a ignorer la bicoloration des
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hypercartes. Mais on prouve que cette transformation est encore bijective, comme le
sont les precedentes.
Pour nir, nous donnons ici l’enonce d’un probleme voisin, qui (a notre connais-
sance) reste ouvert a ce jour: Dans [1], Arques denit les cartes planaires pointees
d’ordre 1 comme etant les cartes planaires pointees dont toutes les are^tes ont au moins
une extremite incidente a la face exterieure. Puis il etablit que le nombre de cartes
planaires pointees d’ordre 1 dont le brin pointe est un isthme et ayant n are^tes est egal
a (4n)!=n!=(3n + 1)!. Or, on peut deduire de la formule (2) de l’article d’Etherington
[4, p. vii] que c’est aussi le nombre de partitions en n pentagones d’un polygone pointe
a 3n + 2 are^tes exterieures. Il y a tres probablement une bijection geometrique entre
ces deux familles.
Une telle bijection serait a decrire et a comparer avec celle du present article, an
d’apporter des precisions nouvelles sur la structure des cartes planaires et sur leurs
relations avec les familles de partitions de polygones.
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